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Sazˇetak
Teorijska predvidanja nepreciznosti rezultata dobivenih nekim modelom postaju
znacˇajna u procjeni njihove valjanosti u slucˇaju nedostatka eksperimentalnih poda-
taka kojim bi se provjerila uspjesˇnost modela. No, cˇesto su te procjene nepreciznosti
velike i potrebno ih je smanjiti poboljˇsanjem modela korelacijskom analizom. Zato
se u ovom radu fokusiramo na teoriju funkcionala gustoc´e i standarni postupak za
odredivanje parametra modela pomoc´u χ2-minimizacije. Ona se temelji na odabiru
skupa precizno izmjerenih opservabli osnovnog stanja, te odredivanju razlika izmedu
tih opservabli i vrijednosti za koje model predvida minimizaciju. Dijagonalizaci-
jom matrice drugih derivacija dobivamo korelacijske koeficijente koji nam pruzˇaju
mnosˇtvo informacija o koriˇstenim parametrima i opservablama koje drugim pristu-
pima nisu dostupne. Takoder, pronalaze opservable koje mogu pomoc´i u smanjivanju
predvidenih nepreciznosti rezultata.
Correlation analysis in a relativistic mean-field
model
Abstract
Theoretical uncertainties in the predictions of some models become necessary due
to the lack of experimental data which are needed to verify the performance of the
model. However, this theoretical errors are often large, so we have to reduce them
using correlation analysis to improve model. Therefore, in this paper we focus on
the density functional theory and standard procedure for determining the parame-
ters of the model using the χ2 -minimization. It is based on the selection of a set
of precisely measured observables in ground state, and determining the difference
between these observables and the values for which the model predicts minimiza-
tion. Diagonalization matrix of second derivation gain correlation coefficients that
are providing us with a wealth of information on the parameters and observables
that other approaches don‘t have. Also, a theoretical estimate uncertainties become
significant in assessing the validity of the results obtained from the model.
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Cilj nuklearne fizike niskih energija je razumijevanje atomske jezgre i njenih reak-
cija. Snazˇan razvoj eksperimentalnih pristupa i izgradnja naprednih postrojenja je
rezultirala bogatstvom podataka iz egzoticˇnih podrucˇja karte nuklida. Dostupnost
novih podataka predstavlja dvostruki izazov za teorijske modele: nuzˇno je objasniti
postojec´a mjerenja, a istovremeno postoji potreba za kvantitativnim opisom jezgara
na samoj granici vezanja koje su bitne u astrofizicˇkim scenarijima. Stoga se javlja
velika potreba za novim mikroskopskim modelima izgradenim na konzinstentnom
teorijskom okviru koji bi se mogli nositi sa spomenutima izazovima nuklearne fizike.
Teorija funkcionala gustoc´e (DFT) je jedini mikroskopski pristup primjenjiv na cˇitavu
nuklearnu kartu. Glavna komponenta DFT-a je energijski funkcional gustoc´e (EDF)
koji u funkcional izgraden iz nukleonskih gustoc´a i struja ukljucˇuje kompleksne ko-
relacije viˇse tijela. Trenutno postoje tri glavne verzije nuklearnog DFT; Skyrme inte-
rakcija, Gogny interakcija i relativisticˇki modeli srednjeg polja. Spomenuti Skyrme je
nerelativisticˇka vrsta funkcionala, gdje nukleoni medudjeluju pomoc´u efektivnih po-
tencijala ovisnih o gustoc´i. S druge strane, kod relativisticˇkog modela srednjeg polja
(RMF) nukleoni medudjeluju razmjenom razlicˇitih mezona. Prednost teorije DFT-
a je njena moguc´nost prijelaza sa komplicirane valne funkcije viˇse tijela na mnogo
jednostavniju gustoc´u jednog tijela. Pokazalo se da se gustoc´a jednog tijela mozˇe
dobiti iz varijacijskog problema koji se ogranicˇava na rjesˇenja skupa jednadzˇbi sred-
njeg polja poznatih kao Kohn-Sham. [1] Oblik Kohn-Sham potencijala slicˇi osnovnom
NN potencijalu. Medutim, konstante koje parametriziraju spomenuti potencijal su
prilagodene u skladu sa opservablama viˇse tijela (kao sˇto su masa i radijus naboja),
sˇto znacˇi da nema prilagodbe na podatke za dva tijela. Na taj nacˇin se komplicirana
dinamika iz efekata izmjena i korelacija zapisuje u empirijske konstante. [2]
U prosˇlosti se korelacijska analiza pogresˇaka zanemarivala prilikom optimizacije
nuklearnih DFT modela.Tada bi se parametri podesˇavali na neki skup opservabli bez
potvrde da je takav skup opservabli optimalan za taj model. Nasˇao bi se njihov
minimum i izracˇunale vrijednosti trazˇenih opservabli zajedno sa velikim pocjenama
nepreciznosti tih vrijednosti. Medutim, sada kada se od teorijskih modela zahtjeva da
daju rezultate sa sˇto manjim procjenama nepreciznosti, korelacijska analiza postaje
vazˇan korak za kvalitetno odredivanje pogresˇaka modela. Viˇse nije dovoljno gledati
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sam minimum, vec´ okolinu oko minimuma u parametarskom prostoru kako bi se
dobilo viˇse informacija o modelu. Na taj nacˇin modeli c´e se moc´i primjenjivati na
jezgre za koje nemamo podatke i dobit c´emo povratnu informaciju jesmo li odabrali
dobar skup opservabli na koje podesˇavamo parametre.
U ovom radu provedena je korelacijska analiza u relativisticˇkom modelu sred-
njeg polja koja zapocˇinje opisanom optimizacijom parametara modela postupkom
minimizacije kaznene funkcije. Za minimizaciju uzeto je ponasˇanje funkcije χ2 oko
minimuma. Pomaci oko minimuma, kao u svakom problemu malih oscilacija, opisani
su pomoc´u simetricˇne matrice drugih derivacija iz kojih su onda odredeni korelacij-
ski koeficijenti izmedu opservabli. Matrice drugih derivacija izracˇunate su na dva
nacˇina, iz drugih derivacija kaznene funkcije χ2 i prvih derivacija opservabli po para-
metrima kako bi se iz njihove relativne razlike vidio utjecaj aproksimacije koriˇstene u
odredivanju druge matrice. Zatim se dijagonalizira matrica drugih derivacija i iz nje
se dobiju svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori. Pomoc´u njih se odreduju para-
metri sa najvec´im i najmanjim nepreciznostima u modelu gledajuc´i koje komponente
svojstvenih vektora dominiraju za pojedinu svojstvenu vrijednost. Zatim se dijagona-
lizira bezdimenzionalna matrica derivacija χ2 kako bi se dobila matrica kovarijanci
parametara iz cˇijeg se graficˇkog prikaza analiziraju korelacije parametara. Na kraju
se racˇunaju korelacijski koeficijenti za opservable nuklerane materije i odabrane jez-
gre, te promotre njihove medusobne povezanosti.
Rad je organiziran na sljedec´i nacˇin: u prvom dijelu rada dani su teorijski temelji
relativisticˇke teorije srednjeg polja i raspisna je gustoc´a lagranzˇijana sa jednadzˇbom
gibanja. Na raspisane stacionarne jednadzˇbe gibanja nastavlja se opis parametrizacije
snage mezon-nukleon vezanja i relativisticˇki Hartree-Bogoljubov model. Zatim slijedi
objasˇnjenje postupka optimizacije i korelacijske analize. Drugi dio rada zapocˇinje
minimizacijom kaznene funkcije nakon koje slijedi usporedba dviju matrica, njihovih
svojstvenih vrijednosti i vektora, te ispitivanje osjetljivosti svojstvenih vrijednosti na




2.1 Relativisticˇka teorija srednjeg polja
Atomsku jezgru, koja je polaziˇste svakog modela, definiramo kao kvantni sustav u ko-
jem nukleone opisujemo kao Diracove cˇestice koje medudjeluju izmjenom virtualnih
mezona i elektromagnetskih polja. Prilikom tih medudjelovanja zanemarujemo nji-
hovu podstrukturu. Ovakav opis jezgre proizlazi iz relativisticˇke teorije srednjeg polja
(RMFT). Prvi stupanj slobode modela sadrzˇi slobodne nukleone mase m u obliku Di-
racovih spinora ψ, uz koje je ukljucˇeno i elektromagnetsko polje koje omoguc´ava
kulonsko medudjelovanje pozitivno nabijenih cˇestica, tj. protona. Za drugi stupanj
slobode, u model ulazi vektorsko polje fotona γ koje karakterizira mγ = 0 i Jpi = 1−.
Mezoni imaju tri kvantna obiljezˇja: spin (J), izospin (T ) i paritet (Π), te ih mozˇemo
kvalificirati kao skalarne (J = 0) ili vektorske (J = 1), odnosno izoskalarne (T = 0)
ili izovektorske (T = 1) mezone. Klasifikacija se temelji na spoznaji da prilikom inte-
rakcija dominiraju mezoni s najnizˇim vrijednostima J i T . Buduc´i da u prirodi nije
opazˇeno narusˇavanje pariteta, zadrzˇavaju se samo mezoni sa paritetom Π = (−1)J
jer su nam potrebna polja koja c´e sacˇuvati paritetnu simetriju. Opisanim modelom
proucˇavamo parno-parne jezgare koje uvijek imaju pozitivno osnovno stanje iz cˇega
slijedi da polje negativnog pariteta ne mozˇe doprinositi sˇto opravdava iskljucˇivanje
piona. Spomenuto polje negativnog pariteta zasluzˇno je za dio dugodosezˇne nukle-
arne interakcije (r > 2fm) u mikroskopskoj slici. U tablici 2.1 zapisan je minimalni
skup koji cˇini mezonska polja, te se radi o tzv. jednostavnom (σ, ω, ρ, γ) modelu. [9]
mezon (Jpi, T ) polje napomena
σ (0+, 0) izoskalarno skalarno srednjedosezˇno privlacˇenja
ω (1−, 0) izoskalarno vektorsko kratkodosezˇno odbijanje
ρ (1−, 1) izovektorsko vektorsko izospinski dio nuklearne sile
δ (0+, 1) izovektorsko skalarno ne poboljˇsava model
pi (0−, 1) izovektorsko skalarno neodgovarajuc´i paritet
Tablica 2.1: Potencijalni kandidati za mezonske stupnjeve slobode.
Metodu za rjesˇavanje nuklearnog problema viˇse tijela koja je ekvivalentna RMFT
nalazimo u kovarijantnoj teoriji funkcionala gustoc´e (DFT) kod koje se zanemaruju
potencijali korelacije lokalne izmjene. Za odredivanje egzaktnog osnovnog stanja
nuklearnog sustava koristi se Kohn-Shamov pristup minimizacije funkcionala ener-
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gije. Funkcional energije opisuje dinamiku nuklearnog sustava, a izvodi se iz efek-
tivnog lagranzˇijana. Teorija je fenomenolosˇka sˇto znacˇi da se u sklopu lagranzˇijana
pojavljuju efektivni parametri (mase mezona i konstante njihovih vezanja na nukle-
one) koji se prilagodavaju tako da reproduciraju globalna svojstva nuklearne materije
te nekoliko konacˇnih jezgara u njihovom osnovnom stanju. Jednom kada se slobodni
parametri pravilno prilagode, model se na kvantitativnoj razini mozˇe koristiti i za
razlicˇite tipove pobudenja. [9] Modeli temeljeni na RMFT postizˇu pouzdanost koja
je usporediva s nerativisticˇkim Hartree-Fock-Bogoljubovim okvirom koji se temelji na
efektivnim interakcijama Skyrme i Gogny. Jezgra se opisuje pomoc´u polja slobodnih
nukleona, mezona i fotona te interakcije u obliku vezanja mezona na nukleone, a
fotona na protone.
2.2 Gustoc´a lagranzˇijana i jednadzˇba polja
U relativisticˇkim modelima zapocˇinje se gustoc´om lagranzˇijana umjesto ekvivalent-
nog funkcionala energije. Prednost lagranzˇijana je i primjena razlicˇitih aproksima-
cija, pa se tako aproksimacija srednjeg polja koristi za primjenu lagranzˇijana na nuk-
learnu materiju i konacˇne jezgre. Ovakvim pristupom vlastite energije nukleona u
nuklearnoj materiji postaju jednostavne funkcije razlicˇitih gustoc´a nukleona.







− ψ¯ΓM∗ψ + Lm (2.1)
sa nuklearnim polje ψ, kovarijantnom derivacijom






= m− Γσσ − Γδ~τ · ~δ (2.3)
Polja mezona su zapisana kao σ, ωµ, ~δ i ~ρµ, a polje fotona kao Aµ. Kod mezona
ukljucˇene su sve cˇetri kombinacije skalar-vektor i izoskalar-izovektor. Snaga vezanja
mezona i fotona s pojedinim nukleonima zapisuje se preko konstanti vezanja Γσ,
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Γω, Γδ, Γρ i Γγ, a vektor ~τ koji se uz njih pojavljuje definira se matricom izospina.
Doprinos slobodnih mezona gustoc´i lagranzˇijana odgovara izrazu
Lm = 12
[










µωµ − 12 ~Hµν · ~Hµν +m2ρ~ρµ · ~ρµ
] (2.4)
sa masama mezona mσ, mω, mδ i mρ i tenzorskim poljem fotona
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (2.5)
Gµν = ∂µων − ∂νωµ (2.6)
i
~Hµν = ∂µ~ρν − ∂ν~ρµ (2.7)
U standarnim relativisticˇkim modelima velicˇine Γµ i Γ iz (2.1) su Diracova γµ i je-
dinicˇna matrica. U ovom pristupu one su dane kao
Γµ = γ
νgµν + γ
νYµν − gµνZν (2.8)
Γ = 1 + γµuνY
µν − uµZµ (2.9)










Lorentzova struktura zahtjeva posebnu ovisnost o polju mezona kako bi mogla ge-
nerirati linearnu ovisnost energije o skalarnim i vektorskim vlastitim energijama.
Za Y µν i Zµ izabran je kvadraticˇni oblik o mezonskim poljima kako bi ovisnost
gustoc´e o ovisnosti energije bila slicˇna za obje vlastite energije. Velicˇine ΓV i ΓS
predstavljaju dva dodatna vezanja D3C modela koja mogu ovisiti o nukleonskom
polju kao sˇto i velicˇine Γσ, Γω, Γδ, Γρ ovise o minimalnom vezanja nukleonskog
polja sa mezonskim poljem. U jednadzˇbama (2.8) i (2.9) imamo metricˇni tenzor
gµν = diag (1,−1,−1,−1) i cˇetverovektor brzine uµ = jµ/%v ovisne o vektorskoj
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gustoc´i struje jµ = ψ¯γµψ sa vektorskom gustoc´om %v =
√
jµjµ. Kao sˇto u stan-
darnim relativisticˇkim modelima postoji vezanje ovisno o gustoc´i, tako i ovdje pret-
postavljamo da Γσ, Γω, Γδ, Γδ, Γρ, ΓV i ΓS ovise o vektorskoj gustoc´i %v. Diracova
jednadzˇba, tj. Kohn-Sham jednadzˇba, za nukleone u D3C modelu
γµ (i∂µ − Σµ)ψ − (m− Σ)ψ = 0 (2.12)
ima standarni oblik relativisticˇkih modela sa vektorskom Σµ i skalararnom Σ vlasti-
tom energijom
Σµ = νµ − Yµν (iDν −M∗uν) + ΣRµ (2.13)
Σ = s− Zµ (iDµ −M ∗ uµ) (2.14)
gdje su





s = Γσσ + Γδ~τ · ~δ − 1
2
∂µZµ (2.16)
Vlastita energija u D3C modelu je diferencijalni operator koji djeluje na polje nuk-
leona ψ. Ovisnost o impulsu ulazi preko doprinosa proporcionalnih sa iDµ −M∗uµ.
Vremenska komponenta oponasˇa kineticˇku energiju E−m kada se primjeni na ravni
val u odsutnosti polja mezona. Doprinos preuredivanja takoder je sadrzˇan u vektor-
skoj vlastitoj energiji kao
ΣRλ = uλ
[





















sa derivacijama Γ′i = dΓi/d%v (i = σ, ω, δ, ρ, V, S) i gustoc´ama koje zamjenjuju uobicˇajene
vektorske i skalarne gustoc´e.
Jµ = ψ¯Γµψ ~Jµ = ψ¯Γµ~τψ
Ps = ψ¯Γψ ~Ps = ψ¯Γ~τψ
(2.18)
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sˇto ovaj model cˇini nijansu kompliciranijim od standarnog modela ovisnosti gustoc´e
(DD) jer dovodi do pojavljivanja cˇlanova sa Yµv i Zµ. Iz Diracove jednadzˇbe (2.12)
izvedene su jednadzˇbe kontinuuiteta za koje vrijedi
∂µJµ = 0 (2.23)
∂µ ~Jµ = 0 . (2.24)
Sukladno tome, velicˇine J0 i ~J0 su ocˇuvane izoskalarne i izovektorske barionske
gustoc´e kao zamjena za velicˇine j0 = %v i ~j0 = ψ¯γ0~τψ koje se pojavljuju u standarnim
RMF modelima. Jednadzˇbe polja mezona u D3C modelu odgovaraju izrazima
∂µ∂
µσ +m2σσ + C˜µω








~δ = Γδ ~Ps (2.27)
∂µ ~Hνµ +m
2
ρ ~%µ = Γµ ~Jµ . (2.28)
sa

















Cˇlanovi iz kojih proizlaze mezonska polja u Klein-Gordonovoj jednadzˇbi, rezultat su
jednostavnog mnozˇenja funkcija vezanja ovisnih o gustoc´i Γσ, Γω, Γδ, Γρ sa gustoc´ama
iz jednadzˇbi (2.18). U slucˇaju ΓS 6= 0 postoji vezanje jednadzˇbi za polja σ i ω. Samo
u jednadzˇbama za polje ω pojavljuje se cˇlan ΓV kao posljedica postojanja cˇlana Cµv.
Jednadzˇba polja fotona
∂vFvµ = ΓγJγµ (2.31)









2.3 Stacionarne jednadzˇbe gibanja
Nuklearni sistemi sa odredenim simetrijama, npr. stacionarni sistem u kojem su polja
mezona neovisna o vremenu, imaju znacˇajno pojednostavljene jednadzˇbe gibanja za
polja nukleona, mezona i fotona. Kod nuklearne materije i konacˇnih jezgri dovoljno
je gledati samo vremensku komponentu za sva cˇetiri vektora i trec´u komponentu
vektora izospina. Ocˇuvana gustoc´a bariona
% = J0 = j0 (1 + Y00)− %sZ0 (2.32)
ovisi samo o uobicˇajenoj vektorskoj gustoc´i j0 = %v i standarnoj skalarnoj gustoc´i %s.
Generalizirana skalarna gustoc´a je kombinacija












Kod odgovarajuc´ih jednadzˇbi za izovektorsku gustoc´u vrijedi ~% =~J0 i ~Ps. Preko Dira-
covih jednadzˇbi izvede se izraz za vlastite energije
Σ0 = V0 − Y00i∂0 (2.36)
Σ = S − Z0i∂0 (2.37)
8
sa
V0 = ν0 + Y00 (ν0 +m− s) + ΣR0 (2.38)
S = s+ Z0 (ν0 +m− s) (2.39)
gdje imamo
ν0 = Γωω0 + Γρ~τ · ~ρ0 + Γγ 1 + τ3
2
A0 (2.40)
s = Γσσ + Γδ~τ · ~δ (2.41)



















Parcijalna derivacija u izrazima (2.36) i (2.37) djeluje na jednocˇesticˇna stanja nukle-
arne materije ili konacˇne jezgre i daje jednocˇesticˇnu energiju E, sˇto znacˇi da imamo
linearnu ovisnost o energiji. Potencijali ν0, s, V0 i S, te vlastite energije Σ0 i Σ se
razlikuju za protone i neutrone.
2.4 Parametrizacija snage mezon-nukleon vezanja
Ovisnost funkcije vezanja o gustoc´i dana je izrazom
Γi (%ν) = Γi (%ref ) fi (x) (2.43)
sa konstantom vezanja Γi (%ref ) za referentnu gustoc´u %ref i odgovarajuc´u funkciju fi





sa vektorskom gustoc´om %ν koja u D3C modelu nije identicˇna barionskoj gustoc´i %.
U DD modelu referentna gustoc´a je samo gustoc´a saturacije simetricˇne nuklearne
materije %sat, dok u D3C se ona razlikuje od saturacijske gustoc´e %sat ali odgovara
vektorskoj gustoc´i %ν dobivenoj iz saturacije simetricˇne nuklearne materije. Ovisnost
9
gustoc´e o σ i ω mezonima dana je izrazom
fi (x) = ai
1 + bi (x+ di)
2
1 + ci (x+ di)
2 (2.45)
sa konstantama ai, bi, ci i di. Kako bi se smanjio broj slobodnih parametara zahtje-
vamo da funkcije fσ i fω posˇtuju nekoliko uvjeta, fσ (1) = fω (1) = 1, f ′σ (0) = f
′
ω (0) =
0, i f ′′0 (1) = f
′′
0 (1). Za zapis funkcije za ρ mezone iskoristimo izraz sa
fρ (x) = exp [−aρ (x− 1)] (2.46)
uz pretpostavku da je aρ slobodan parametar. U D3C modelu velicˇine Y00 i Z0 su
odgovorne za energetsku ovisnost vlastite energije. Pretpostavimo da konstante ve-
zanja ΓV i ΓS, za obje velicˇine Y00 i Z0, pokazuju aproksimativnu ovisnost o %2 za
male gustoc´e %. To nas upuc´uje na uvodenje zakona snage
fi (x) = x
−ai (2.47)
u funkcijalnom obliku koji mozˇe proizvoljno prilagoditi ovisnost gustoc´e o energijskoj
ovisnosti. [11]
2.5 Relativisticˇki Hartree-Bogoljubov model
Hartree-Fock-Bogoljubova (HFB) teorija daje jedinstven opis ph- i pp-korelacija u jez-
gri i, formulacijom samosuglasne HFB jednadzˇbe u koordinatnom prostoru, omoguc´ava
utjecaj efekata kontinuuma na jezgru u prisustvu vezanja. U okviru HFB-a uzimaju se
u obzir dva prosjecˇna potencijala: samopostojuc´e Hartree-Fock polje Γ koje obuhvac´a
sve ph korelacije i polje vezanja 4ˆ koje sumira efekte pp-interakcija. Osnovno sta-
nje jezgre opisuje generalizirana Slaterova determinanta | Φ > koja prema jednadzˇbi
αˆk | Φ >= 0 predstavlja vakuum s obzirom na neovisne kvazicˇestice. Kvazicˇesticˇni
operatori se izrazˇavaju jedinstvenom Bogoljubovom transformacijom jednocˇesticˇnih






l + Vlkcl, (2.48)
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gdje su Ulk i Vlk jedno-kvazicˇesticˇne valne funkcije koje zadovoljavaju HFB jednadzˇbe.
Indeks l odnosi se na proizvoljnu bazu, npr. za stanja harmonicˇkog oscilatora. U
koordinatnom prostoru imamo reprezentaciju l = (r, σ, τ), sa indeksom spina σ i





∣∣c+l′ cl∣∣Φ〉 = (V ∗V T)
ll′
(2.49)
i asimetricˇni tenzor vezanja





U DFT pristupu vezanje funkcionala energije ne ovisi samo o matrici gustoc´e i me-










= ERHB [R, φ] (2.52)
gdje je R generalizirana matrica gustoc´e. Velicˇina ERMF [ρˆ, φ] definirana je kao u









Tr [κˆ∗V ppκˆ] (2.53)
Efektivna sila sparivanja V pp je fenomenolosˇka pp-interakcija u kanalu sparivanja.
Najjedostavniji pristup sili sparivanja je monopolna sila sˇto vodi na BCS teoriju koja
zahtijeva dodatni parametar. U blizini doline beta stabilnosti ovakav pristup donosi
dobre rezultate, ali udaljavanjem od stabilnih jezgara Fermijeva ploha se priblizˇava
kontinuumu stanja i opis rasprsˇenih parova iz vezanih stanja u kontinuumu pomoc´u
BCS teorije viˇse nije ispravan. Iz tog razloga se u ovom radu koristi dio Gogny inte-
rakcije koji opisuje sparivanja






σ −HiP τ −MiP σP τ ) . (2.54)
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Slobodni parametri µi, Wi, Bi, Hi i Mi su pazˇljivo podesˇeni na karakteristike
sparivanja konacˇnih jezgara preko cijelog periodnog sustava. Koristi se D1S parame-
trizacija, a vrijednosti parametara se nalaze u tablici 2.2.
i µi[fm] Wi Bi Hi Mi[MeV ]
1 0.7 -1720.3 1300.0 -1813.53 1397.60
2 1.2 103.69 -163.483 162.812 -223.934
Tablica 2.2: Vrijednosti parametara D1S Gogny interakcije sparivanja.
Preko varijacijskog principa raspisuju se vremenski ovisne HB jednadzˇbe gibanja:
i∂t R = [H (R)R] (2.55)
Generalizirani hamiltonijanH se dobije kao derivacija funkcionala energije s obzirom
na generaliziranu gustoc´u R sˇto se u bazi operatora clc†l piˇse kao:
H = δERHB
δR =
 hˆD −m− λ ∆ˆ
−4ˆ∗ −hˆD +m+ λ
 (2.56)
Zatim se postupak varijacije ponavlja, samo s obzirom na usrednjene potencijale.
Osnovno stanje | Φ > se odreduje HB jednadzˇbama koje su staticˇki limes vremenski
ovisne jednadzˇbe (2.52) cˇime se problem svodi na dijagonalizaciju hamiltonijana:
 hˆD −m− λ 4ˆ







Svojstvene vrijednosti Ek su kvazicˇesticˇne energije, dok su svojstveni vektori Uk i Vk
kvazicˇesticˇne valne funkcije. Dimenzija RHB matricˇne jednadzˇbe je dvostruko vec´a
od odgovarajuc´e Diracove, pa za svako svojstveno stanje pozitivne energije postoji
stanje negativne energije istog iznosa. Uslijed fermionske prirode kvazicˇesticˇnih ope-
ratora – istovremeno se mozˇe popuniti samo jedno stanje, a bira se ono s Ek > 0.
2.6 Optimizacija i analiza kovarijance
Optimizacija zapocˇinje definiranjem kaznene funkcije, koju minimiziramo s obzirom
na parametre p koji predstavljaju tocˇke u parametarskom prostoru i zatim konstru-
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iramo matricu kovarijance parametara. Parametri modela definiraju se kao p=(p1, ..., pF )
gdje F predstavlja ukupan broj parametara modela. Koriˇsteni model se prilagodava
na dobro definiran skup svojstava za opis osnovnog stanja konacˇne jezgre (kao sˇto su
mase i polumjeri raspodjele naboja) koja su nadopunjena sa nekoliko glavnih svoj-
stava nuklearne materije (npr. energija vezanja, kompresibilnost i gustoc´a saturacije
nuklearne materije). Jednom kada se izabere parametrizacija modela i grupa op-
servabli, optimalni skup parametara odreduje se postupkom minimizacjie kaznene
funkcije χ2. Najcˇesˇc´e koriˇstena kaznena funkcija χ2 je objektivna funkcija koja je











gdje O(th)n (p) oznacˇava teorijska predvidanja, O
(exp)
n eksperimentalne vrijednosti n-te
opservable (od ukupno N). Svaka opservabla je otezˇana sa faktorom (4On)−1 po-
vezanim sa preciznosˇc´u samog mjerenja. Medutim, cˇesto izabrani eksperimentalni
podaci nisu dovoljni kako bi se parametri modela mogli znacˇajnije ogranicˇiti, kao
sˇto je to u slucˇaju kod slabo ogranicˇenog izovektorskog dijela efektivne interakcije.
Problem bi se mogao rjesˇiti ukljucˇivanjem nuklearnih kolektivnih pobudenja, kao
sˇto su izoskalarno-monopolne i izovektorsko-dipolne rezonancije, u proces optimi-
zacije. U praksi, takav postupak postavlja zahtjevne izracˇune, te se zato zaobilazi
ukljucˇivanjem pazˇljivo odabranog skupa “pseudopodataka” koji se odnose na be-
skonacˇnu nuklearnu materiju, te su jako ogranicˇeni sa nuklearnim kolektivnim modo-
vima (kompresibilnost i nagib energije simetrije). Znajuc´i da takav skup opservabli
svojstava nuklearne materije nije jednak eksperimentalnim opservablama, kljucˇno
je prikljucˇiti pseudopodacima odgovarajuc´e teorijske pogresˇke. Neke optimizacije
ukljucˇuju dodatni skup svojstava osnovnog stanja za normalne i egzoticˇne jezgre. U
slucˇaju stabilnih jezgara ta svojstva su izmjerena sa velikom preciznosˇc´u, dok kod eg-
zoticˇnih jezgara takva svojstva su izvedena iz sistematike energije vezanja i nabojnog
radijusa. Takve opservable imaju velike teorijske pogresˇke, ali to nam nije znacˇajno





|p=p0 ≡ ∂iχ2 (p0) = 0 (za i = 1, ..., F ) . (2.59)
S ciljem pojednostavljenja samog pristupa i racˇuna primijenjujemo gaussijansku aprok-
simaciju, odnosno analiticˇki pristup u kojem se u istrazˇivanju parametarskog prostora
zadrzˇavamo u neposrednoj okolici minimuma χ2. Gaussijanska aproksimacija sastoji
se od istrazˇivanja malih, kvadraticˇnih oscilacija oko χ2 minimuma:











Odstupanja od minimuma dobro je izraziti preko bezdimenzionalnih, skaliranih va-
rijabli:
xi ≡ (p− p0)i
(p0)i
. (2.61)
Gaussijanska aproksimacija (2.60) sada poprima kompaktniji oblik:
χ2 (p) = χ20 + x
TMˆx (2.62)
gdje je x vektor stupac dimenzije F , xT transponirani vektor (redak), a Mˆ Hessijan,
tj. simetricˇna matrica drugih derivacija dimenzije F × F . Pomoc´u matrice zakljivlje-
nosti Mˆ0 odreduje se ponasˇanje funkcije χ2 oko minimuma, a sami matricˇni elementi










Minimizacija objektivne funkcije je definirana preko fizikalnih opservabli kao sˇto je
prikazano u izrazu (2.57), sˇto omoguc´ava zapis matrice zakrivljenosti, znacˇajne i za


























i ona bi trebala biti mala uz pretpostavku da je
model dovoljno bogat da mozˇe opisati niz opservabli ukljucˇenih u prilagodbi. Osim
sˇto bi razlika trebala biti mala, ima i razlicˇite predznake zbog cˇega c´e se doprinosi
iz drugog cˇlana u izrazu (2.64) medusobno poniˇstiti te bi se matrica zakrivljenosti
trebala izracˇunati bez racˇunanja drugih derivacija od O(th)n . U skladu sa prethodno














U analizi korelacija od temeljne vazˇnosti je koncept kovarijanca izmedu dvije opser-





u okolici optimalnog modela x(0) = 0, kovarijanca







(Am − 〈A〉) (B(m) − 〈B〉)] = 〈AB〉 − 〈A〉 〈B〉 (2.66)




AP (A) dA (2.67)
Koriˇstenjem prethodno spomenute definicije kovarijance definiramo koeficijent kore-





Dvije opservable su u potpunosti korelirane ako je ρ (A,B) = 1, u potpunosti anti-
korelirane ako je ρ (A,B) = −1 i nema korelacije ako je ρ (A,B) = 0. Upotrebom





























gdje je Cij = Mˆ−10 matrica kovarijanci koja je jednaka inverzu matrice zakljivlje-
nosti u minimumu. [2] Ostaje josˇ slucˇaj kada je A = B tada imamo varijancu A, tj.

















Iz varijanca neke opservable mozˇe se saznati koliko je ta opservabla rasprsˇena oko
svoje prosjecˇne vrijednosti. Za analizu uzroka tog rasprsˇenja potrebno je znati ma-
tricu drugih derivacija Mˆ. Buduc´i da je spomenuta matrica simetricˇna, mozˇe je se
prevesti u dijagonalnu formu koriˇstenjem ortogonalne transformacije: Mˆ = OˆDˆOˆT .
Oznaka Oˆ predstavlja ortogonalnu matricu cˇije stupce cˇine normalizirani svojstveni
vektor, a Dˆ dijagonalnu matricu svojstvenih vrijednosti oblika Dˆ = diag (λ1, ..., λF ).
Kaznena funkcija ima minimum u x = 0, sˇto rezultira pozitivnim svojstvenim vrijed-
























gdje F -dimenzionalni vektor ξ = OˆTx predstavlja tocˇku u parametarskom prostoru,




Numericˇka optimizacija funkcionala u ovom radu provedena je pomoc´u programskog
paketa MINUIT. Radi se o alatu koji pronalazi minimalnu vrijednost viˇseparametarske
funkcije (zvane FCN), te analizira oblik funkcije oko minimuma. Statisticˇku analizu
funkcije χ2 ili logaritma funkcije vjerodostojnosti prakticˇno je provesti koriˇstenjem
spomentuog paketa kojim c´emo izracˇunati vrijednosti parametara i njihove nepouz-
danosti, kao i njihove korelacije. Za spomenuti izracˇun koriste se vrijednosti para-
metara koje su dobivene minimizacijom funkcije FCN, jer one predstavljaju najbolju
prilagodbu tih parametara. Iako se radi o najboljim vrijednostim parametara, uz njih
se javljaju odredene nepouzadnosti koje su opisane sˇirinom minimuma funkcije, od-
nosno informacije o nepouzdanosti najboljih vrijednosti parametara mozˇemo iˇscˇitati
iz oblika funkcije koji ona poprima u okolici minimuma. Najbolja prilagodba parame-
tara pronadena je pomoc´u vec´ postojec´ih minimizacijskih algoritama koji su ugradeni
u programski paket MIGRAD, najbolji minimizator za vec´inu funkcija. Postupak mini-
mizacije MIGRAD-a se temelji na Davidon-Fletcher-Powell (DFP) metodi varijabilne
metrike i provjeri pozitivne definitnosti. Kod DFP metode, koja je iterativni proces, se
pretpostavlja da se mozˇe eksplicitno izracˇunati gradijent funkcije koju minimiziramo
FCN obzirom na parametre prilagodbe. Stoga, ukoliko nemamo tocˇno izracˇunate
prve derivacije opisani postupak minimizacije propada. Nakon zavrsˇene minimizacije
mozˇemo vidjeti i matricu pogresˇaka koja odgovara inverzu matrice drugih derivacija
funkcije FCN. Ukoliko je potrebno, spomenuta matrica se mozˇe transformirati i u
vanjski koordinatni prostor. Primjenom MINUIT-a dobivamo i pogresˇke parametara
koje su zapisani kao kvadratni korijeni na dijagonali matrice pogresˇaka. [14]
3.1 Minimizacija funkcije χ2
Racˇunanje svojstava nuklearne materije i atomske jezgre zahtjeva poznavanje para-
metara koji ulaze u lagranzˇijan. Za mase nukleona, ω i ρ mezona koristimo eksperi-
mentalne vrijednosti m =939 MeV, mω =783 MeV, i mρ =763 MeV. Masa σ mezona
je uzeta kao slobodan parametar, dok je δ mezon izostavljen u ovom radu. Svi para-
metri u funkcijama vezanja Γi, osim elektromagneske konstante vezanja, zajedno sa
masom σ mezona mσ su uzeti iz prilagodbe svojstvima 11 jezgri 16O, 40Ca, 52Ca, 64Ni,
88Se, 90Zr, 118Pd, 124Sn, 132Sn, 150Ce i 208Pb medu kojima su neke magicˇne i dvostruko
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magicˇne jezgre, blizu i daleko od doline stabilnosti. Sam proces prilagodbe nema je-
dinstvenu i generalno prihvac´enu strategiju. Za χ2 prilagodbu parametara koriˇstene
su opservable zapisane u tablicama 3.1 i 3.2.
opservabla pi σi
E/A (MeV) -16.06 -0.016
ρ(fm−3) 0.153 0.003





Tablica 3.1: Vrijednosti opservabli za nuklearnu materiju.
jezgra Etot (MeV) rc (fm) rn − rp(fm) cijepanje n cijepanje p
16O -127.62 2.73 0 6.10 6.30
40Ca -342.05 3.49 0 6.0 6.0
52Ca -438.33 0 0 0 0
64Ni -561.76 3.87 0 0 0
88Se -747.56 0 0 0 0
90Zr -783.89 4.27 0.07 0 0
118Pd -991.82 0 0 0 0
124Sn -1049.96 4.67 0.19 0 0
132Sn -1102.92 0 0 1.65 1.75
150Ce -1230.17 0 0 0 0
208Pb -1636.45 5.51 0.19 0.9 1.33
Tablica 3.2: Vrijednosti opservabli za svaku jezgru u osnovnom stanju.
Istrazˇivanjem korelacija izmedu parametara modela moguc´e je saznati hoc´e li do-
davanje dodatnih opservabli ukloniti korelacije. Standarni postupak je odredivanje
parametara modela uz pomoc´ χ2-minimizacije. Tradicionalno, ova procedura se
svodi na odabir niza precizno izmjerenih opservabli osnovnog stanja za razlicˇite jez-
gre i zahtjeva da razlika medu tim opservablama i predvidanjima modela bude mi-
nimizirana. Jednom kada se to napravi, uspjesˇnost modela mozˇe biti procjenjena
racˇunanjem opservabli koje nisu ukljucˇene u prilagodbu. Medutim, cˇesto je tesˇko
odrediti nepouzdanosti predvidanja modela. Tome se mozˇe doskocˇili proucˇavanjem
malih oscilacija oko minimuma umjesto samog minimuma. Takvo proucˇavanje daje
pristup mnosˇtvu informacija iz kojih mozˇemo definirati znacˇajne teorijske stupce po-
gresˇaka, te istrazˇiti korelacije izmedu parametara modela i izracˇunatih opservabli.
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Kao u svakom problemu malih oscilacija, derivacije od izracˇuna χ2 oko vrijednosti
minimuma su opisani sa simetricˇnom F×F matricom, gdje F predstavlja ukupan
broj parametara modela. Ortogonalnom transformacijom simetricˇna matrica prelazi
u dijagonalnu formu. Dijagonalizacijom se dobije skup od F svojstvenih vrijednosti i
F svojstvenih vektora. Prosˇirivanjem tocˇke u parametarskom prostoru pomoc´u svoj-
stvenih vektora, vrijednosti izracˇuna derivacija χ2 oko minimuma postaju sistem od
F nevezanih harmonicˇkih oscilatora gdje svojstvene vrijednosti igraju ulogu F kons-
tanti opruga. Konstanta opruge mozˇe biti “kruta” ili “mekana” ovisno o tome dali je
zakrljivljenost oko minimuma strma ili plitka. Iz promatranja parametarskog pros-
tora duzˇ krutog smjera i onoga uz odredenu linearnu kombinaciju parametara mo-
dela proizlazi naglo pogorsˇanje mjerenja χ2 sˇto ukazuje da je postupak prilagodbe
dovoljno jasan za ogranicˇavanje linerane kombinacije. Upravo ta odredena linearna
kombinacija koja definira prametre modela u mekom smjeru cˇesto daje dovoljno in-
formacija za odredivanje opservabli koje nedostaju. Takoder, uz ovakvu vrstu analize
moguc´e je uspostaviti korelacije izmedu opservabli koje su posebno osjetljive na ta-
kav mekani smjer. Ovo je vazˇno jer se odredene opservable laksˇe mjere od drugih.
Tipicˇan primjer je razlika polumjera raspodjela neutrona i protona za 208Pb i elek-
tricˇna dipolna polarizabilnost. [2]
3.2 Usporedba matrica drugih derivacija
Izracˇunu matrice drugih derivacija pristupili smo na dva nacˇina, izracˇunom drugih
derivacija kaznene funkcije χ2 pomoc´u izraza (2.63) i prvih derivacija opservabli
po parametrima iz (2.65). Matricu dobivenu iz χ2 zovemo egzaktnom, dok onu
dobivenu derivacijom opservabli po parametrima matricom aproksimacije. Model
ima 10 parametara, od kojih 3 za konstante vezanja mezona sa nukleonima (σ, ω, ρ),
3 za opis ovisnosti konstante vezanja (σ i ω mezona sa nukleonima) o gustoc´i, Γs,
Γv, atv i masa σ mezona. Minimizacijom kaznene funkcije χ2 dobivamo vrijednosti
parametara za koje χ2 ima najmanju vrijednost. Jednom kada znamo te vrijednosti,
racˇunamo druge derivacije opservabli po ukupno 10 parametara. Minimalizacijom
dobijemo da je χ2 = 114.90324, a odgovarajuc´e vrijednosti parametara su prikazane
u tablici 3.3.













Tablica 3.3: Vrijednosti parametara iz modela nakon minimizacije.
132Sn, 150Ce i 208Pb) . Koriˇstene opservable su energija vezanja po nukleonu E/A,
gustoc´a saturacije nuklearne materije ρ, kompresibilnost K, Diracova mD i efektivna
masa nukleona m∗, snaga opticˇkog potencijala Vcen, energija asimetrije a4 za nukle-
arnu materiju, te energija vezanja ε0, polumjer naboja jezgre rc, spin-orbit cijepanje
za neutrone i protone cˇije se vrijednosti razlikuju za svaku jezgru. Razlike medu
matricama posljedica su zanemarivanja drugog cˇlana u izrazu za racˇunanje matrice
iz derivacija opservabli po parametrima (2.64). Pretpostavka da je model dovoljno
bogat za jasan opis niza opservabli ukljucˇenih u prilagodbu, govori nam da je taj
cˇlan (razlika eksperimentalnih i teorijskih vrijednosti opservabli) dovoljno malen da
se izostavi (2.65). Graficˇki prikaz relativnih razlika jasno prikazuje povec´anje raz-
lika medu matricˇnim elemetima i podrucˇja najvec´ih razlika. Relativne dviju matrica
izracˇunate su po formuli:




gdje x predstavlja vrijednost koja odgovara matricˇnim elementima matrice aprok-
simacije, a xref referentnu vrijednost koja odgovara elementima egzaktne matrice.
Rezultati relativne razlike dviju matrica prikazane su na slici.
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Slika 3.1: Relativna razlika dviju matrica.
Sa slike 3.1 jasno vidimo da je najvec´a relativna razlika za matricˇne elemente koji
su dobiveni drugom derivacijom po konstantama vezanja Γν i Γs koje uvode ovisnost
vlastitih energija o nukleonskim jednocˇesticˇnim energijama, dok su najmanje razlike
kod drugih derivacija koje ukljucˇuju kombinaciju parametara gρ gσ za odredivanje
dubine potencijala.
3.3 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori
Dijagonaliziranje simetricˇne matrice drugih derivacija Mˆ omoguc´ava nam proma-
tranje ponasˇanja izmjerenih vrijednosti oko minimuma. Kao rezultat dobivamo di-
jagonalnu matricu svojstvenih vrijednosti i ortogonalnu matricu svojstvenih vektora.
Svojstvene vrijednosti koje imaju velike iznose obiljezˇavaju tvrde smjerove u para-
metarskom prostoru za koje je karakteristicˇan i brz rast funkcije χ2 duzˇ tih smjerova.
Iz toga zakljucˇujemo da linearne kombinacije parametara koje odgovaraju tvrdim
svojstvenim vektorima su cˇvrsto ogranicˇene opservablama iz tablice 3.3. S druge
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Tablica 3.4: Svojstvene vrijednosti dobivene za egzaktnu i aproksimativnu matricu.
strane, mekani smjerovi u parametarskom prostoru odgovaraju malim svojstvenim
vrijednostima, duzˇ kojih mjera kvalitete χ2 pokazuje maleno propadanje. Odgova-
rajuc´e linearne kombinacije parametara koje definiraju energijski funkcional gustoc´e
su slabo ogranicˇene. U tablici 3.4 zapisane su izracˇunate svojstvene vrijednosti za
egzaktnu i aproksimativnu matricu.
Iz tablice 3.4 mozˇemo primjetiti kako za manje svojstvene vrijednosti postoje ma-
nje razlike u njihovim vrijednostima koje su cˇak i istog reda velicˇine. Porast svoj-
stvenih vrijednosti dovodi do porasta razlike njihovih vrijednosti za dvije matrice.
Takoder, izracˇunate vrijednosti egzaktne matrice su vec´e od aproksimativnih cˇija se
vrijednost brzˇe smanjuje, sˇto potvrduje i slika 3.2.
Slika 3.2: Razlike svojstvenih vrijednosti izmedu dvije matrice.
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Crvenom bojom su oznacˇene svojstvene vrijednosti aproksimativne matrice, a cr-
nom svojstvene vrijednosti egzaktne matrice. Vidimo jako dobro poklapanje za prvu,
trec´u i cˇetvrtu svojstvenu vrijednost dvije matrice, dok se kod ostalih pojavljuje od-
stupanje koje raste sa smanjenjem vrijednosti. Za svaku svojstvenu vrijednost matrica
izracˇunali smo i odgovarajuc´e svojstvene vektore. Svakoj svojstvenoj vrijednosti pri-
pada jedan svojstveni vektor koji se sastoji od 10 komponenti gdje je svaka od tih
komponenti povezana sa jednim parametrom, kao sˇto se mozˇe vidjeti iz sljedec´ih
grafova.
Slika 3.3: Usporedba svojstvenih vektora dviju matrica, tj. dva razlicˇita pristupa.
Prvim, najtvrdim modom, za koji je karakteristicˇna najvec´a svojstvena vrijednost,
kod egzaktne matrice dominira mjesˇavina tri parametra, masa σ mezona mσ, kons-
tanta vezanja σ mezona sa nukleonima gσ i konstanta vezanja ω mezona sa nukle-
onima gω, gdje su mσ i gω u fazi, a gσ u protufazi. Usporedimo li iznesena zapazˇanja
sa vektorima za aproksimativnu matricu, dolazimo do istog zakljucˇka. Dominacija
odredenih parametara u najtvrdem modu ukazuje na to da bi se ti parametri mogli
precizno izracˇunati. Drugi mod egzakte matrice je slicˇan prvom, te dominiraju isti
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parametri s iznimkom da su sada parametri mσ i gσ u fazi, a gω je u protufazi s njima.
Potpuno isti slucˇaj imamo i kod aproksimativne matrice. Dakle, mozˇemo primjetiti da
za prve dvije najvec´e svojstvene vrijednosti imamo poklapanje izmedu dvije matrice.
Slika 3.4: Usporedba svojstvenih vektora dviju matrica, tj. dva razlicˇita pristupa.
Kao sˇto sa slike 3.4 mozˇemo vidjeti, trec´im modom egzaktne matrice dominira
parametar Γν , sˇto za drugu matricu nije slucˇaj. Kod nje je vidljiva dominacija para-
metra bs, ali unatocˇ tome postoji poklapanje svojstvenih vektora dviju matrica. Za
prva cˇetri parametra dobivene vrijednosti vektora su jako slicˇne, kasnije njihove raz-
like postaju vidljivije pogotovo za zadnji parametar. Kod cˇetvrtog moda se nastavlja
njihova slicˇnost sa parametrima gs, cv, bs, cs, atv i Γv. Kod egzaktne matrice cˇetvrti
mod obiljezˇen je parametrima bs i Γν u protufazi.
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Slika 3.5: Usporedba svojstvenih vektora dviju matrica, tj. dva razlicˇita pristupa.
Kod egzaktne matrice peti mod je odreden s parametrima gσ, gω i bs koji su u fazi.
Aproksimativna matrica takoder ima tri parametra koji su u fazi, gσ, gω i Γν medu
kojima je zadnji ipak malo dominantniji. Zatim dolazimo do sˇestog moda gdje, kod
egzaktne matrice, izrazito dominira parametar Γs, dok kod aproksimativne imamo
dominaciju parametra gρ. Sad se vec´ mogu primjetiti vec´a odstupanja svojstvenih
vektora izmedu dvije matrice, iako se broj komponenti vektora sa najvec´im vrijed-
nostima za odredeni mod josˇ uvijek poklapa.
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Slika 3.6: Usporedba svojstvenih vektora dviju matrica, tj. dva razlicˇita pristupa.
U sedmom modu egzaktne matrice imamo tri izrazˇena parametra gρ i cs koji su u
protufazi s cν , medu kojima je gρ dominantniji. Kod aproksimativne matrice za sedmi
mod pojavljuju se dva parametra u protufazi cν i cs. Kod osmog moda egzaktne ma-
trice dominiraju isti parametri kao u prethodnom, ali sada su parametari gρ i cν u
fazi, a cs u protufazi s njima. Potpuna suprotnost je dominacija samo jednog para-
metra Γs u osmom modu aproksimativne matrice koji po strukturi odgovara sˇestom
modu egzaktne matrice. Dakle, mozˇemo zakljucˇiti da kod sedmog i osmog moda
primjec´ujemo potpunu nepodudarnost svojstvenih vektora dviju matrica.
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Slika 3.7: Usporedba svojstvenih vektora dviju matrica, tj. dva razlicˇita pristupa.
Posljednja dva moda pokazuju zanimljiv zaokret. Naime, deveti mod egzaktne
matrice pokazuje dobro slaganje sa desetim modom aproksimativne matrice i deseti
mod egzaktne matrice sa devetim modom aproksimativne. Dominacija parametara
u zadnja dva moda oznacˇava parametre koje je najtezˇe precizno odrediti. Devetim
modom egzaktne (i desetim modom aproksimativne matrice) dominiraju parametri
cv, bs i cs cˇije kombinacije odreduju ovisnost o gustoc´i izoskalarnog dijela interakcije.
Spomenuti parametri samo u ovom vektoru imaju isti predznak (svi su u fazi) iako su-
djeluju i u nekim drugim dobro odredenim smjerovima. Zadnjim modom egzaktne (i
devetim aproksimativne) prevladava samo jedan parametar atv koji odreduje ovisnost
o gustoc´i konstante vezanja ρ mezona, izovektorskog dijela interakcije koji je tesˇko
odrediti. Takoder, mozˇemo primjetiti da parametari cv, bs i cs u devetom modu egzak-
tne matrice imaju slicˇne vrijednosti, dok u desetom modu aproksimativne matrice te
vrijednosti se ipak malo razlikuju. Kao sˇto je to bio slucˇaj sa svojstveni vrijednostima,
tako i ovdje imamo poklapanje za najtvrde modove jer ono postoji i kod svojstvenih
vrijednosti, a za najmeksˇe potpuni obrat.
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3.4 Osjetljivost svojstvenih vrijednosti na zamijenu matricˇnih ele-
menata
Nakon usporedbe dviju matrica i njihovih svojstvenih vektora i vrijednosti, tj. dva
razlicˇita pristupa racˇunu, postavlja se pitanje koji to matricˇni elementi najviˇse utjecˇu
na razliku tih vrijednosti. Kako bi ispitali osjetljivost svojstvenih vrijednosti na ma-
tricˇne elemente, potrebna nam je bezdimenzionalna matrica prvih derivacija opserva-
bli po parametrima (aproksimativna matrica) i bezdimenzionalna egzaktna matrica
(dobivena derivacijom χ2 po parametrima modela). Ispitivanje osjetljivosti svojstve-
nih vrijednosti na pojedine elemente matrice temelji se na ideji zamjene matricˇnih
elemenata aproksimativne matrice sa odgovarajuc´im elementima egzaktne matrice s
ciljem smanjenja razlike svojstvenih vrijednosti dviju matrica. Buduc´i da su najvec´e
relativne razlike izmedu matrica za elemente u zadnjim recima i stupcima, upravo te
elemente prve mijenjamo. Zamjenom matricˇnih elemenata aproksimativne matrice
na pozicijama deveti redak i deseti stupac (9,10), (10,9), (10,10) i (9,9) sa odgo-
varajuc´im elementima egzaktne matrice rezultira promjenom svojstvenih vrijednosti
aproksimativne matrice a time i promjenom razlike medu njima. Zamjena elemenata
tvori kvadrat, koji se samo sˇiri za redak i stupac sa povec´anjem promijenjenih eleme-
nata. Na slici 3.8 jasno se vidi ponasˇanje svojstvenih vrijednosti nakon zamjene.
Sa slike mozˇemo vidjeti kako zamjene odredenog skupa matricˇnih elemenata
(blokova) utjecˇu na svojstvene vrijednosti. Crnom bojom prikazane su svojstvene
vrijednosti aproksimativne matrice, a crvenom one od egzaktne matrice. Osim ocˇitog
da su vrijednosti aproksimativne matrice manje od egzaktnih, prikazano je i koliko je
zamjena potrebno za pojedinu svojstvenu vrijednost da postigne onu egzaktne ma-
trice. Kod pete i osme svojstvene vrijednosti vidimo postepeno priblizˇavanje zˇeljenoj
vrijednosti, odnosno za te vrijednosti potrebno je napraviti viˇse zamjena od ostalih.
Deveta i deseta vrijednost vec´ nakon trec´e zamjene (blok 7,10 i 10,7) postizˇu pokla-
panje sa ciljanim vrijednostima, iako su to vrijednosti sa najvec´om razlikom. Razlike
prvih pet svojstvenih vrijednosti se skoro pa i ne mijenjaju sve dok kvadrat zamjene
ne prosˇirimo do 3 retka i 10 stupca, te 10 retka i 3 stupca.
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Slika 3.8: Promjene svojstvenih vrijednosti sa zamjenom matricˇnih elemenata..
Mozˇemo zakljucˇiti da svojstvene vrijednosti sa najnizˇim rezultatima, imaju najvec´e
razlike istih, ali i najbrzˇe reagiraju na promijenu matricˇnih elemenata, dok razlike
ostalih vrijednosti se znacˇajnije pocˇinju smanjivati nakon zamjene bloka matricˇnih
elmenata (10:3, 3:10).
3.5 Korelacije medu parametrima
U dobivenoj matrici kovarijanci parametara, dijagonalni elementi predstavljaju kore-
lacijske koeficijente za iste parametre sˇto odgovara prikazu jake korelacije. Nedija-
gonalni elementi matrice prikazuju korelacijske koeficijente za razlicˇite parametre te
se racˇunaju kao




Upravo su ti elementi posebno zanimljivi. Na slici 3.9 prikazane su vrijednosti
koeficijenata korelacije parametara modela.
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Slika 3.9: Korelacije medu parametrima.
Uz ocˇekivanu korelaciju 1 na dijagonali, mozˇe se primjetiti podjela na podrucˇja
slicˇnih vrijednosti korelacija. Uz samu dijagonalu smjesˇtene su jake korelacije izmedu
konstanti vezanja ω i σ mezona sa nukleonima (gω, gσ), te znacˇajne korelacije izmedu
parametara bs i cν , cν i cs, cs i bs tj. izmedu parametara koji opisuju ovisnosti konstanti
vezanja o gustoc´i. Visoka korelacija izmedu σ i ω mezona je nuzˇna, u cˇije postojanje
smo se uvijerili iz grafa, jer upravo oni odreduju jednocˇesticˇni potencijal RMF modela
u kojem se gibaju nukleoni. Umjerena korelacija je prisutna izmedu konstanti vezanja
ρ i σ mezona (gρ i gσ) i konstanti vezanja ρ i ω mezona s nukleonima (gρ i gω). Masa
σ mezona i njegove konstante vezana sa nukleonima, te gρ i cv takoder pokazuju
dobre korelacije. Jaku antikorelaciju nalazimo kod parametara atv i gρ. Primjetimo
da jedino parametri atv i mσ imaju tri do cˇetri vrijednosti korelacijskih koeficijenta
blizu −1, tj. najviˇse umjerenih antikorelacija s drugi parametrima, posebice sa gσ,gω
i cν te bs i cs.
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3.6 Korelacije medu opservablama
Model smo analizirali i na opservablama konacˇnih jezgara u osnovnom stanju. Ana-
lizu smo proveli na 11 jezgri, 16O, 40Ca, 52Ca, 64Ni, 88Se, 90Zr, 118Pd, 124Sn, 132Sn, 150Ce
i 208Pb na odabranom skupu 35 opservabli. U tablici 3.5 nalaze se opservable vezane
za nuklearnu materiju koriˇstene u analizi.
opservabla pi σi
E/A (MeV) -16.06 -0.016
ρ(fm−3) 0.153 0.003





Tablica 3.5: Vrijednosti opservabli za nuklearnu materiju.
Tablica 3.6 sadrzˇi opservable vezane za pojedine jezgre u osnovnom stanju. Nji-
hov redosljed odgovara onome na osima grafa na slici 3.10.
jezgra Etot (MeV) rc (fm) rn − rp(fm) cijepanje n cijepanje p
16O -127.62 2.73 0 6.10 6.30
40Ca -342.05 3.49 0 6.0 6.0
52Ca -438.33 0 0 0 0
64Ni -561.76 3.87 0 0 0
88Se -747.56 0 0 0 0
90Zr -783.89 4.27 0.07 0 0
118Pd -991.82 0 0 0 0
124Sn -1049.96 4.67 0.19 0 0
132Sn -1102.92 0 0 1.65 1.75
150Ce -1230.17 0 0 0 0
208Pb -1636.45 5.51 0.19 0.9 1.33
Tablica 3.6: Vrijednosti opservabli za svaku jezgru u osnovnom stanju.
Iz tablice 3.6 vidimo da broj opservabli za jezgre nije jednak, od tuda i razlika u
razmacima oznaka jezgri na osima. Takoder, samo dvostruko magicˇna jezgra 208Pb
ima izracˇunate vrijednosti svih pet promatranih opservabli, dok jednu manje imaju
jezgre 16O i 40Ca. Preostale jezgre imaju jednu do tri izracˇunate opservable. Takoder,
spin-orbit cijepanje neutrona i protona postoji za cˇetri promatrane jezgre koje su
ujedno i dvostruko magicˇne jezgre. Dakle, za neutrone i protone 16O radi se o raz-
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Jedino jezgra 208Pb ima stanja spin-orbit cijepanja neutrona i protona. Na slici 3.10
prikazane su vrijednosti korelacijskih koeficijenata za opservable prethodno navede-
nih jezgri , iz tablica 3.5 i tablice 3.6.


























Slika 3.10: Korelacije medu opservablama za odabrane jezgre u osnovnom stanju.
Promotrimo li graf sa korelacijskim koeficijentima za opservable nuklearne ma-
terije i navedenih jezgri, dolazimo do sljedec´ih opazˇanja. Ocˇite su jake korelacije
izmedu efektivne mase nukleona m∗ i Diracove mase mD za nuklearnu materiju,
energije vezanja jezgri 16O i 40Ca, spin-orbit cijepanja neutrona i protona za jezgre
16O, 40Ca i 132Sn, te spin-orbit cijepanje protona izmedu jezgri 132Sn i 208Pb. Kod
energije vezanja najjacˇe korelacije se javljaju izmedu jezgri bliskih vrijednosti atom-
skog broja Z te sa porastom razlike broja protona izmedu jezgri ta korelacija slabi.
To mozˇemo vidjeti na primjeru jezgre 16O cˇija energija vezanja Etot pokazuje jaku
korelaciju sa energijom Etot jezgre 40Ca dok vec´ sa jezgrom 52Ca ta korelacija je sla-
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bija, a sa ostali jezgrama se nastavlja smanjivati. Jezgra 208Pb sa svojom Etot samo
josˇ dodatno potvrduje nasˇa zapazˇanja, te pokazuje jako koreliranje sa energijom jez-
gri bliskih atomskih brojeva, tj. sa 118Pb, 124Sn, 132Sn i 150Ce, a najslabije sa 16O.
Znamo da energija vezanja raste se porastom atomskog broja Z do Fe oko Z=56, te
da se nakon toga njena vrijednost pocˇinje smanjivati kao rezultat vec´eg doprinosa
Coulombovog odbijanja medu protonima, sˇto dovodi do podjele jezgri na one koje
se nalaze u podrucˇju porasta i one koje se nalaze u podrucˇju pada vrijednosti Etot.
Dakle, jezgre koje se nalaze u istom podrucˇju imaju slicˇan odnos nuklearne (krat-
kodosezˇne) i Coulombove (dugodosezˇne) interakcije koji na kraju i utjecˇe na jakost
energije vezanja. Radijus naboja jezgre rc promatran je kod 6 odabranih jezgri (16O,
40Ca, 64Ni, 90Zr, 124Sn i 208Pb), te pokazuje priblizˇno iste jakosti korelacije za svaku
jezgru sˇto znacˇi da je dovoljno odrediti radijus naboja samo jedne jezgre i mozˇemo
dobiti dosta dobru informaciju o radijusu rc preostalih jezgri. Opservabla koja opisuje
razliku distribucije neutrona i protona (rn − rp) prisutna je kod samo 3 promatrane
jezgre (90Zn, 124Sn i 208Pb) i za sve 3 jezgre pokazuje jaku korelaciju samo sa ener-
gijom asimetrije i sa opservablama rn − rp druge dvije jezgre. Energija asimetrije,
koju koristimo u racˇunu energije vezanja kao predzadnji cˇlan preko kojeg se u racˇun
ukljucˇuju i kvantni efekti poput izospinske ovisnosti nuklearne sile, pokazuje kore-
lacije samo sa prethodno spomenutim opservablam tj. sa rn − rp navedenih jezgri.
Spin-orbit cijepanje promatramo kod 4 jezgri (16O. 40Ca, 132Sn i 208Pb), te vidimo jaku
koreliranost spin-orbit cijepanja protona i neutrona kod 16O, sˇto se ponavlja i kod pre-
ostale 3 jezgre. Zatim, ponovo se javlja podjela jezgri u parove, pa tako imamo jaku
korelaciju spin-orbit cijepanja neutrona/protona izmedu jezgri 16O i 40Ca, te 132Sn i
208Pb, dok je ona slabija kod drugih kombinacija ovih jezgri. Takoder je zanimljivo
za primjetiti da se spin-orbit cijepanje javlja za sve cˇetri dvostruko magicˇne jezgre
koje promatramo. Uz njih, primjetna je znacˇajna korelacija izmedu energije vezanja
po nukleonu E/A i kompresibilnosti K. Njihova povezanost posljedica je cˇinjenice
da druga derivacija E/A ovisi o krutosti nuklearne materije u odnosu na promjene u




lacija je vidljiva izmedu kompresibilnosti K i gustoc´e saturacije nuklearne materije
ρ, Diracove mase nukleona mDi cijepanja neutrona jezgre 16O, te izmedu efektivne
mase nukleona m∗ i cijepanja protona jezgri 16O i 40Ca. Umjerena antikorelacija se
javlja za opservable radijusa naboja jezgre rc za 64Ni i cijepanja neutrona 16O, te kod
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istih opservabli samo za drugu kombinaciju jezgri (16O i 16O, 40Ca i 16O, 90Zr i 16O,
124Sn i 16O, te 208Pb i 16O).
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4 Zakljucˇak
Analiza kovarijance koja je ovdje provedena trebala bi dati jasniji uvid u svojstva
opservabli odabranih za ovaj model, ali i pomoc´i u pronalasku opservabli koje bi
mogle smanjiti velike procjene nepreciznosti. Kako bi se to ostvarilo nije nam potre-
ban sam minimum funkcije χ2 , vec´ njezino ponasˇanje oko minimuma. Pomaci oko
minimuma, kao u svakom problemu malih oscilacija, su opisani pomoc´u simetricˇne
matrice drugih derivacija iz koje se onda mogu izracˇunati korelacijski koeficijenti
izmedu opservabli.
Matrice drugih derivacija izracˇunte su na dva nacˇina, iz drugih derivacija kaz-
nene funkcije χ2 i prvih derivacija opservabli po parametrima. Usporedba tih dviju
matrica preko njihovih relativnih razlika pokazuje da su razlike najvec´e za elemente
dobivene derivacijom po konstantama vezanja koje uvode ovisnost vlastitih energija
o nukleonskim jednocˇesticˇnim energijama (Γν i Γs), a najmanje za derivaciju koja
ukljucˇuje kombinaciju parametara za odredivanje dubine potencijala (gρ gσ).
Za pristup informacijama vazˇnim za korelacijsku analizu potrebno je dijagonalizi-
rati matricu drugih derivacija jer se iz nje dobivaju svojstvene vrijednosti i svojstveni
vektori. Kretanje duzˇ smjera koji je odreden pripadnim svojstvenim vektorom vodi na
propadanje kvalitete same prilagodbe na koju utjecˇu svojstvene vrijednosti. ”Mekani”
smjer obiljezˇen je malenom ili iˇscˇezavajuc´om svojstvenom vrijednosˇc´u sˇto rezultira
malenim propadanjem u kvaliteti. Linearna kombinacija parametara modela koja
definira takav smjer je slabo ogranicˇena izborom opservabli ukljucˇenih u definiciju
χ2 funkcije. Ukoliko je opservabla koju promatramo osjetljiva na takav smjer, znacˇi
da je iznos derivacija te opservable velik, pa je sama varijanca velika. Unaprijedenje
samog modela postizˇe se identifikacijom mekanih smjerova, tj. odredivanjem vrste
opservabli koje se trebaju dodati u χ2, cˇime bi se bolje ogranicˇio teorijski model.
Usporedba dobivenih svojstvenih vrijednosti dviju matrica pokazuje kako se njihova
razlika smanjuje porastom svojsvenih vrijednost, tj. postoji vec´e poklapanje za vec´e
svojstvene vrijednosti. Iz prikaza svojstvenih vektora po komponentama za svaku
svojstvenu vrijednost mozˇe se odrediti koji parametar dominira za koju vrijednost.
Pa tako najtvrdim modom dominiraju tri parametra, mσ, gσ i gω, sˇto znacˇi da se ti
parametri mogu precizno izracˇunati u odnosu na druge. Dominacija komponenti
vektora vezanih za pojedine parametare se mijenja sa promijenjom svojstvene vri-
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jednosti, ali i matrice na koju se odnose. Najmeksˇi modovi dviju matrica pokazuju
potpuno nepoklapanje, pa najmeksˇim modom egzaktne dominira jedan parametar
atv dok kod aproksimativne to su tri parametra cv, bs i cs.
Matrica kovarijanci parametara na dijagonalnim elementima ima korelacijske ko-
eficijente za iste parametre, dok nedijagonalni elementi matrice prikazuju one za
razlicˇite parametre. Visoka korelacija se javlja izmedu σ i ω mezona, sˇto se moglo
i ocˇekivati jer upravo oni odreduju jednocˇesticˇni potencijal RMF modela u kojem se
gibaju nukleoni. Umjerena korelacija je prisutna izmedu gρ i gσ, te izmedu gρ i gω.
Jaku antikorelaciju nalazimo kod parametara atv i gρ.
Kod opservabli jake korelacije se pojavljuju izmedu m∗ i mD za nuklearnu ma-
teriju, energije vezanja jezgri 16O i 40Ca, spin-orbit cijepanja neutrona i protona za
jezgre 16O, 40Ca i 132Sn, te spin-orbit cijepanje protona izmedu jezgri 132Sn i 208Pb.
Korelacije energije vezanja najjacˇe su za jezgre slicˇnog atomskog broja Z te sa poras-
tom razlike broja protona izmedu jezgri ta korelacija slabi. Na primjer, kod jezgre
16O energija vezanja Etot pokazuje jaku korelaciju sa energijom Etot jezgre 40Ca dok
sa jezgrom 52Ca ta korelacija je slabija, a sa ostali jezgrama se nastavlja smanjivati.
Jezgra 208Pb sa svojom Etot samo josˇ dodatno potvrduje zapazˇanja, te pokazuje jako
koreliranje sa energijama jezgri bliskih atomskih brojeva, tj. sa 118Pb, 124Sn. 132Sn
i 150Ce, a najslabije sa 16O. Radijus naboja jezgre rc za jezgre (16O, 40Ca, 64Ni, 90Zr,
124Sn i 208Pb) pokazuje priblizˇno iste jakosti korelacije za svaku jezgru sˇto znacˇi da
je dovoljno odrediti radijus naboja samo jedne jezgre i mozˇemo dobiti dosta dobru
informaciju o radijusu rc preostalih jezgri. Opservabla (rn− rp) za jezgre (90Zn, 124Sn
i 208Pb) pokazuje jaku korelaciju samo sa energijom asimetrije i sa opservablama
rn− rp druge dvije jezgre. Energija asimetrije pokazuje korelacije samo sa prethodno
spomenutim opservablam tj. sa rn − rp navedenih jezgri. Spin-orbit cijepanje za 4
jezgre (16O, 40Ca, 132Sn i 208Pb) ima jaku koreliranost sa spin-orbit cijepanjem pro-
tona i neutrona kod 16O, sˇto se ponavlja i kod preostale 3 jezgre. Zatim, ponovo
se javlja podjela jezgri u parove, pa imamo jaku korelaciju spin-orbit cijepanja ne-
utrona/protona izmedu jezgri 16O i 40Ca, te 132Sn i 208P. Uz njih, primjetna je znacˇajna
korelacija izmedu E/A i kompresibilnosti K. Jaka antikorelacija je vidljiva izmedu
K i ρ, Diracove mase nukleona mD i cijepanja neutrona jezgre 16O, te izmedu m∗ i
cijepanja protona jezgri 16O i 40Ca. Umjerena antikorelacija se javlja za opservable
radijusa naboja jezgre rc za 64Ni i cijepanja neutrona 16O, te kod istih opservabli
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samo za drugu kombinaciju jezgri (16O i 16O, 40Ca i 16O, 90Zr i 16O, 124Sn i 16O, te 208Pb
i 16O). Rezultati koji su dobiveni pokazali su da matrica derivacija χ2 nije basˇ tako
lako zamjenjiva aproksimativnom matricom, jer ipak postoje znacˇajne razlike u svoj-
stvenim vrijednostima i vektorima sˇto utjecˇe na predvidanje preciznosti odredivanja
modela neke velicˇine. Korelacijski koeficijenti parametara su potvrdili neke poveza-
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